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l~Iber eine Klasse von ein|ach-zusammenh~ingenden 
komplexen Mannigialtigkeiten. 

Von 
FRIEDRICH HIRZEBRUCH in Miinster (Westf.). 

Einleitung. 
0. 1. Eine komplexe Mannigfaltigkeit M(~) a) ist eine topologische Mannig- 

faltigkeit von 2n (reellen) Dimensionen, die mit lokalen Systemen komplexer 
Koordinaten so iiberdeckt ist, dab der ~bergang yon einem System zu einem 
anderen in einem gemeinsamen Existenzbereich durch (komplex)-anatytische 
Funktionen mit yon 0 verschiedener Funktionaldetcrminate erfolgt. Es ist 
sinnvoll, yon regulAren, meromorphen Funktionen in einer komplexen Mannig- 
faltigkeit, yon analytischen Abbildungen einer komplexen Mannigfaltigkeit 
in eine andere usw. zu sprechen, da alle diese Begriffe nicht von speziellen 
komplexen Koordinatefisystemen abh~ngen. Jede komplexe M(m ist durch 
die komplexen Koordinatensysteme in natiirlicher Weise orientiert (vgl. zu 
0.1. HOI"F2)). 

0.2. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten hei~en analytisch ~quivalent, 
wenn sie topologisch und analytisch aufeinander abgebildet werden kSnnen. 
Wit sagen auch: Analytisch ~quivalente komplexe Mannigfaltigkeiten M (n), 
M~0 bestimmen auf der topologischen Mannigfaltigkeit M (~) = M (n) = M ( m  
dieselbe komplexe Struktur. Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten M(n),  M(~),  
die nicht analytisch ~quivalent sind, aber hom5omorph sind, bestimmen auf 
der topologischen l~Ialmigfaltigkeit M (n) = M (n) = M(n) verschiedene kom- 
plexe Strukturen. 

0. 3. H. HOt~F hat die Frage gestellt, welche orientierbaren 2n-dimensio- 
na]en Mannigfattigkeiten dutch Einfiihrung komplexer Koordinatensysteme zu 
einer komplexen Mannigfaltigkeit gemacht werden kSnnen und diese Fruge 
z. B. ftir die Sph~ren S a und S s i m  verneinenden Sinne beantwortetS). Ffir 
n = 1 gilt bekanntlieh: Alle orientierbaren Fl~chen kSnnen zu komplexen 
Mannigfaltigkeiten (= RIEMANNschen Fl~chen) gemacht werden. An diese 
Fragestellung yon H. HOPF schlieBt sich die folgende Fragestelhmg an: Zu 
einer vorgegebenen 2n-dim. orientierbaren Mannigfaltigkeit M 9n sollen alle 
mSglichen komplexen Strukturen angegeben werden, anders formuliert: es 
s911en alle ~quivalenzklassen yon analytisch ~quivalenten komplexen Mannig- 
faltigkeiten angegeben werden, die zu M S" homSomorph sind. In dieser Arbeit 
wird ein spezieller Beitrag zu dieser Fragestellung gegeben. 

0. 4. Ftir n = 1 und flit die geschlossenen Fl~chen M ~ vom Geschlecht 
0 wird die in 0.3. angegebene Fragestellung mit Hilfe der Theorie der ,,Mo- 

duln" behandelt. Die einzigen einfach zusammenh~ugenden orientierbaren 

i) Obere Indices ohne Klammern: reelle Dimensionen, in Klammern: ,,kompIexe" 
Dimensionen. 

=) HoPF, H.: Zur Topologie der komplexen Mannigfitltigkeiten, Studies and Essays 
Presented to R. COURANT, S. 167--185, :New York 1948. 

a) Ein allgemeineres Resultat fiir die Sphiren S ~n in A. KIRCHHOI~: C.R. Aead. Sol. 
Paris 2~i, 1258 (1947). 
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Fl~ehen M z sind die Sphere ~ und die gew6hnliehe Ebene E ~. Ffir S 2 gibt 
es genau eine komplexe Struktur: die P ~ s c h e  Zahlenkugel. Ffir E ~ gibt 
es genau zwei komplexe Strukturen: die (offene) z-Ebene und das Inhere des 
Einheitskreises. 

0. 5. Wir spezialisieren die in 0, 3. angegebene Fragestellung jetzt folgender- 
maSen: zu einer vorgegebenen (orientierbaren) einfach zusammenh~ngenden 
geschlossene~, 4-dim. Mannigfaltigkeit M 4 sollen alle mSglichen komplexen 
Strukturen angegeben werden. Diese Fragestetlung ist meines Wissens z. B. 
unbeantwortet fiir M ~ = p(2) (= komplex-projektive Ebene). 

0. 6. In dieser Arbeit wird zu der spezialisierten Fragestel]ung 0. 5. der 
folgende spezielte Beitrag geliefert. Fiir jedes natiirliche n ~. 0 wird eine ge- 
sehlossene komplexe Mannigfaltigkeit 2: n angegeben. 2:n ist gefasert mit der 
Faser S ~ und dem Basisraum S ~, und zwar so, dab die Fasern analytisehe 
Fti~ehen in X~ sind und dab die Faserabbfldung eine analytisehe Abbildung 
yon Zn auf die als Basisraum auftretende RIEr~A~-Nsehe Zahlenkugel S ~ ist. 
Fi i rn  -~ m (rood 2) sind 2:n, 2: m fasertreu homSomorph. Zo ist das cartesisehe 
Produkt S ~ × S ~ yon zwei R I ~ A ~ s c h e n  Zahlenkugeln. XI ist als topo- 
logisehe Mannigfaltigkeit topologische Summe p(2)-k p(2), 2. Art, von zwei 
Exemplaren der komplex-projektiven Ebene p(2) (vgL 2.5.). Fiir n ~= m sind 
2: n, 2~ nioht analytisch i~quivalent. Es werden damit durch die komplexen 
Mannigfaltigkeiten 2: n (n gerade) unendlieh viele paarweise verschiedene kom- 
plexe Strukturen fiir S ~ × S ~ und durch 2: n (n ungerade) fiir p(2) -k p(2) an- 
gegeben. S ~ × S ~ und p(2) q_ p(2) sind geschlossen und einfach zusammen- 
h/~ngend. Es wird nicht die Aufgabe gel6st, alle komplexen Strukturen fiir 
S 2 × S ~ (bzw. P(~) q- P(~)) anzugeben. -- Der Beweis, dab ~ ,  ~,, (n ~ m, 
n ~= ~n (rood 2)) nicht analytisch ~quivalent sind, wird mit Hilfe der folgenden 
Tatsaehe gefiihrt: Zwei analytische Fl~chen in einer gesehlossenen komplexen 
M (-~), die sieh hSchstens in isolierten Punkten schneiden, haben eine nicht ne- 
gative Sehnittzahl. Die dureh diese analytischen Fliichen repr/~sentierten 
(ganzzahligen) Homologieklassen haben daher ebenfalls eine nicht negative 
Schnittzahl. Mit Hilfe dieser Tatsache gelingt n/~mlich der Naehweis, dab sich 
die hom6omorphen komplexen Mannigfaltigkeiten 2:n, 2:~ (n =~ m) in der 
RepriCsentierbarkeit der 2-dimensionalen Homologieklassen durch analytische 
Fl~ehen unterscheiden. 

0.7. Wir werden welter zeigen, dab die komplexen Mannigfaltigkeiten 2:~ 
als algebraisehe Fli~chen, und zwar als Regelfl/~ehen auftreten und dab 2:~, 
2~m als algebraisehe Fl~chen betrachtet birational ~quivalent sind. 2:~ (n be- 
liebig) ist mit der komplex-projektiven Ebene P(g) birational/~quivalent. 

Z u s a m m e n f a s s u n g :  In bezug auf topologische ~quivalenz (HomSo- 
morphie) geh6ren die Mannigfaltigkeiten 2: n zwei ~quivalenzklassen an. In 
bezug auf analytische Xquivalenz sind sie paarweise versehioden, In bezug auf 
birationale ~quivalenz geh6ren sie einer einzigen ~quiv~lenzklasse an. 

1. Zusammenstellung yon Hilfssttzen. 

1,1. Es werden im folgenden nur Homolog~'egruppen mit ganzen Zahlen 
als Koeffizienten betrachtet. BE~rIsehe Gruppe: Homologiegruppe mit ganz- 
zahligen Koeffizienten bei Vernachl~sigung der Torsion. Falls, wie in den 
yon uns zu betrachtenden F~llen, keine Torsion voFmmden ist, fallen ganz- 
zahh'ge Homologiegruppe und BE~Ische Gruppe zusammen. Eine Basis dot 
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BETTIsehen Gruppe heiBt BETT~sehe Basis. In einer 4.dimewsionalen geschlosse. 
hen orientierten Mannigfaltigkeit, deren 2. BETrIsehe Zahl p sei, ist in bezug 
aufeine 2-dim. BE~rIsche Basis (~1 . . . . .  St) die quadratische Matrix ~ --- (s~) = 

(~iOSk) definiert. (~o~---- Schnittzahl yon ~ mit  ~.) ~ ist symmetrisch, 
ganzzahlig, undes  ist I~t - ~= 1. Die ganzzahligen symmetrisehen Matrizen ~;, 

( l e l  = + i ,  l I= ± heiSen  qui atent, wenn es eine unimod ar  Ma- 
trix 9I gibt, so dab ~ ~ ± 9~ ~ 9/'. Zwei hom6omorphe 4.dim. Mannigfaltig- 
keiten besitzen Sehnittmatrizen derselben ~quivalenzklasse. 

1.2. M (2) sei eine komplexe Mannigfaltigkeit. (u, v) sei ein lokales Koordi- 
natensystem, das in einer Umgebung U des Punktes P zulgssig ist. (P E M (2), 
P = (0,0)). In U seien durch ~ (u, v) = 0, g (u, v) -~ 0 (~, g in U regul~r) zwei 
analytische Fl~ehenstiieke F,  G gegeben, die in U nur den Punkt  P gemeinsam 
haben, d. h. '] (u, v) -~ g (u, v) = 0 genau dann, wenn u ----- v = 0. Die Schnitt- 
zahl von F mit  G in P ist topologisch definiert. Sic ist kommutativ und stets 
gr61~er aLs 0. Andeutung der topologisehen Definition der Sehnittzahl: (vgL 
V. D. WAERDEN 4) S. 349). 

Die Orientierung yon U, F,  G i s t  dureh die komplexe Struktur eindeutig 
bestimmt. F, G k6nnen in U stetig so verschoben werden, dal3 die verscho- 
benen Fl~chenstiicke sich in evtl. mehreren Punkten einfach~schneiden. Die 
Anzahl dieser Punkte h~ngt nur yon F, G a b  und ist die Schnittzahl yon F 
mit  G in P. 

1.3. In einer komplexen Mannigfaltigkeit M(2) seien zwei ~eschlossene irre- 
duzibie analytische Fl~chen F~, F~ gegeben. F~, F~ schneiden sich h6chstens in 
isolierten Punkten. Die Anzah[ der Schmttpunkte ist endlieh. Die Zyklen F~, 
F 2 repr~sentieren ganzzahlige 2-dim. Homologieklassen yon M (2), deren Schnitt- 
zahl gleich der Summe der lokal definierten Schnittzahlen in den isolierten 
Schnittpunkten yon FI, F 2 ist, also naeh 1.2. nicht negativist .  Es ergibt sich 
hieraus: Ist  die Schnittzahl einer 2-dim. Homologieklasse yon M (~) mit sieh 
selbst negativ, so kann diese Homologieklasse hSchstens dutch ein~ irre- 
duzibie geschlossene ana]~ytische Fl~ehe repr~entiert  werden. 

1.4. Wir benutzen im folgenden meistens die Terminologie der Funktionen. 
theorie, manchmal und zwar haupts~chlich im letzten Abschnitt abet die der 
algebraischen Geometric, die die algebraischen Getiilde ihrer komplexen Di- 
mension gem~B benennt. Eine algebraische Kurve ist eine analytische Fl~che 
im Sinne der Terminologie der Funktionentheorie yon mehreren Ver~nder- 
lichen, eine Gerade ist eine analytische Ebene. Dutch diese Bemerkung werden 
Mil~verst~ndnisse wohl ausgeschlossen. 

2. Topologische Untersuehung der Mannig|altigkeiten 2:~. 
Zn, 2:~ sind dann und nur dann hom~omorph, wenn n ~ - m  (rood 2). 

2.1. p(m bezeichne den projektiven Raum yon n komplexen Dimensionen. 
(x) = (x0, xl, x2) seien homogene Koordinaten fiir p(2), (y) _ (Yl, Y2) seien 
homogene Koordinaten fiir P(1L (p(1) ist eine zweidimensionale Sphere-~ RI~- 
MAl~sehe Zahienkugel S~). Fiir natfirliehe Zahlen ~ ~ 0 werde das durch die 
Gleiehung x 1 y~ - -  x 2 y~ = 0 im cartesisehen Produkt P(~) × p~l) gegebene 
Nullstellengebilde mit  •n bezeichnet. Da 2: n zus~mmenh~ngend ist und die 

') vA~ D~R WA~BV~, B. L.: Top01ogtsehe Begriindung des KsAkfils der abz~hlenden 
Geometrie, Math. Ann. 10~, S. 337--:362 (t929). 
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FAnbettung yon 27~ in P(~) x io(1) frei yon (algebraischen) Singularit~ten ist, 
ist 2:n eine komplexe Mannigfaltigkeit. 

2. 2. 270 ist das cartesisehe Produkt p(1) x p(1) mit der fiblichen komplexen 
Struktur. (2:o ist der ,,Raum der Funktionentheorie", s. OsoooDS)). 270 ist 
hom6omorph zu 8 ~ x S ~. 

2. 3. Dutch ~n (x, y) = x, (x, y) E 27n, wird eine analytisehe Abbildung ~n 
yon Xn auf  p(2) bestimmt. Durch x 1 = x~ = 0 ist in 27n eine analytisehe 
Fl~che T n singularit~tenfrei eingebettet. T n ist ein p(1). Der Punkt  (1, 0, 0) 
yon P(-~) werde mit Q bezeichnet. Es ist ~n (Tn) = Q. Wenn n = 1, dann gilt 
speziell folgendes: ~1 bildet 27x - -  T1 topologisch und analytisch auf p(2) _ { Q} 

l ab. Man kann daher anschaulich sagen: 271 entsteht aus pt~) dutch ,,Heraus- 
steehen" yon Q und ,,Einsetzen" yon T 1. 

2.4. Die Inversion I yon P(2): I(xo, xl, x~)=(]Xl[~-i-[x~I2, x l ~ , x ~ o o ) i s t  
eine topologische Abbildung veto Grade - - 1  yon lo(2)_ {Q}_  E auf sich. 
(E: die ,,unendliehferne" Ebene x 0 = 0.) Auf 271 iibertragen wird I zur Ab- 
bildung ~ 7 1 I  cA, die sieh zu einer topologisehen Selbstabbildung I '  yon 271 
veto Grade - -  1 erweitern l~13t. Es ist I '  cp-1 (E) = T 1. Die durch T1, ~-1  (E) 
repr~sentierten ganzzahligen zweidimensionalen Homologieklassen yon X1 
sollen mit  ~1, el bezeiehnet werden. Es ist eloe I = 1, e lo~ 1 = 0; da I '  veto 
Grade- -  1 ist, gilt ~loT1 = - -  1. 

2.5. Aus 2.3. und 2.4. erkennt man: Z 1 ist die topologisehe Summe 2. Art 
yon zwei in natiirlieher Weise orientierten Exemplaren yon p(2)6). Zur topo- 
logisehen Summenbildung werde folgendes bemerkt: Fiir zwei orientierte 
Mannigfaltigkeiten M n und/~n  ist die topologisehe Summe (1. Art bzw. 2. Art) 
so definiert : Aus M" und ~ n  wird je eine kleine Kugel ausgebohrt. Die beiden 
so entstehenden, dutch in bestimmter Weise orientierte ( n -  1)-Sph~ren S n-1 
bzw. ~n-1 berandeten Mannigfaltigkeiten werden ,,aufeinandergeklebt", indem 
man £n-1 topologiseh mit Umkehr der Orientierung (1. Art), bzw. mit Er- 
haltung der Orientierung (2. Art) auf ~n-1 abbildet und entsprechende Punkte 
identffiziert. Jede der beiden Summenmannigfaltigkeiten ist wieder orientier. 
bar. Ihre topologische Struktur h~ngt nur von M n u n d / ~ n  ab. Die Summe 
2. Art kann so orientiert werden, dab ihre Orientierung mit der yon M ~ fiber- 
einstimmt und der yon ~ a  entgegengesetzt ist. 

2.6. Da X1 naeh 2.5. topologische Summe p(2) + p(2) (2. Art) ist, kaun die 
Homologiestruktur yon Z 1 (ganzzahlige Koeffizienten) so bestimmt werden: 
(H fiir Homologiegruppe, ~c fiir direkte Summe im Sinne der Gruppentheorie). 
Es ist H k (~1) -- 0 Ffir k = 1,a und H ~ (Z1) - (~1) -~ (el), we (~1), (el) die dureh 
~x bzw. el erzeugten unendliehen zyklisehen Gruppen sind. 

(vl, el) ist eine ganzzahlige 2-dimensionale Homologiebasis fiir 271 mit der 
/ 

0 
Schnittmatrix :~- 

\ 

o o 2.7. Zu 270 gehSrt die Schnittmatrix (0 l ) .  Die Matrizen ( -  1 1) und (1 1 ) 

s ~ d  nieht ~uiva lent .  ~0 und Z1 sind daher nicht homSomorph. 
2 .8 ,  ~ sei diejenige Abbildung yon ~n auf p(1), die den Punkt  (x, y) ~ 27n 

auf den Punkt  (y) 6/~1) abbildet (2.1.). ~ ist eine Faserabbildung yon 2:a 
auf  p(1). Jede Faaer ist ein P(1), also durch stereographlsche Projektion h o m 6 o .  

a) 0~ ;~o~ ,  W. F.~ Lehrbueh der Fauktionentheorie II, 1., 2. Aufl,, S. 56, (1929). 
a) Vgl. z. B. M. R v ~ :  Compositio Math. $ (1938), insbes. S~ 185. 
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morph zu O .  Es gilt: 27n ist eine gefa~erte 4-dimensionale M~mnigfaltigkeit mit 
der Faser O und dem Ba~israum O.  (In Analogie zur Gruppentheorie schreiben 
wir: 27~/0----- O.) 27~ ist sogar ein sphere bundle im Sinne yon STSENRODT). 

B e w e i s :  Pi  ( i =  1, 2) sei das dutch y~ ~=0 gegebene Gebiet yon p(1) 
(Pi ist mit der gew6hnlichen offenen Ebene E s homSomorph), p(1) sei ein 
weiteres Exemplar des p(1) mit den homogenen Koordinaten (~o, ~)- Es sei 

h(r)=(l+¥n)-i" Durchw"(~o'~i;Yx'Y')=(~o'~'h(tY~L\ \t Y, I/]'~'h(lY'I']{Y']n'\ y, /~y,] ,Yl, Y,) 

wird eine fasertreue topologisehe Abbildung w" yon pgl) × p~ auf  zt~- 1 (p~) ge- 
Yt Ys n Yt . geben. Entsprechend wird durehw' (~o,~l;yl, y,)=(~o,~lh( ~ )(~),$lh( ~),Yl,Y,) 

eine fasertreue topotogische Abbildung w' yon/)(.1) × P1 auf zt~- 1 (P1) bestimmt. 
Fiir (Yl, Y2) ~ /)1 ~ P~, d. h. Yl ~= 0, y2 =~ 0, ist w,  = (w")-1 w' die dutch 

{Y~'ln[ Yl n. 
wn (~0, ~1 ; Yl, Y2) ~o, ~1 ~ y,)  I Y, I Yl, Y~) bestimmte Drehung Yon p(.1). Die 
orthogonale Struktur von 27n wird durch die orthogonale Struktur von P(~) 
gegeben, welche durch stereographische Projektion von p(1) auf die RII~M~N~- 

sehe ~0 -Zahlenkugel oder gleichwertig durch das Sph~rische Linienelement 

Idz' (z = ~ )  bestimmt wird. x+Nl' 
2.9. Aus dem Beweis zu 2.8. erkennt man: Die gefaserte Mannigfaltigkeit ~ 

kann so konstruiert werden: S sei auf  p(1) gegeben durch .ys = 1, E '  dutch 

Y~ < 1 und E "  durch Y~ ~ 1. S als Rand yon E'  werde mit~' ~', ~ als Rand 

yon E "  werde mit S"  bezeichnet. 2: n entsteht dutch ,,Verklebung" aus den 
cartesisehen Produkten p(.1) × E', 1,(.1) × E", indem man dureh w~ den Rand 
p(.1) × S' auf  p(.1) × S"  fasertreu topologiseh abbildet und entspreehende 
Punkte identffiziert. 

2.10. Nach S~gNROD 7) gibt es genau zwei Typen yon sphere bundles A mit 
A / O =  8 ~. Es entsteht die Frage, wie sieh die gefaserten Mannigfaltigkeiten 
27n auf diese beiden Typen verteilem Die Antwort lautet:  Wenn n =- m (mod 2), 
dann lassen sich 2:n und 27,, fasertreu topologiseh aufeinander abbilden, und 
zwar so, dab die Fasern von 27n orthogonal auf die Fasern yon 27m abgebildet 
werden. 27~, 27m repr'asentieren dasselbe sphere bundle. Fiir gerades n ist also 27n 
fasertreu hom6omorph zu 27 0 = O × S',  und es handelt sieh um die triviale 
Fasermag des cartesischen Produktes. Fiir ungerades n ist 27~ fasertreu homSo- 
morph zu 2:1. Da 2:1 nicht zu O × O homSomorph ist (2.7.), werden die beiden 
Typen yon sphere bundles A mit A / O =  O dutch 27 o mad 2:1 repritsentiert. 

B e w e i s :  Es sei n > m u n d  n ~ m  gerade. Die Behauptung, dab 27~, 27t, 
dasselbe sphere bundle repri~sentieren, ergibt sieh so: /12 sei tier Raum der 
orthogonalen Drehungen yon P~), der bekanntJich zum 3-dimensionalen reellen 
projektiven Raum homSomorph ist. Die Abbildung w~ yon P(.~) × fit' auf  
p(,1) × S"  bei der Konstruktion von X, (2.9.) bestimmt einen Weg W~ in F~. 
D a n  - -  m gerade, ist der Weg W~_m in / '~  nullhomotop. Es gibt daher eiae 
fasertreue, topologisehe, auf den Fasern orthogonale Abbfldung vvn p~,i~ × E '  
auf  sich, die fiir p(,1) × S' mit wn_m tibereinstimmt. 27~, bzw. 27m entsteht 
durch Identffizierung yon P~) × S' und P(.~) × S'" mitte]s der Abbtldung w n 
bzw. win. Nun ist aber w,~ = w= wn-m. 

~) ST~E~OV, N.E.: Classification of sphere btmdles, Ann.ofMsth.4~i, S. 294~-311 (1944). 
Mathematlsche Annalen.  124. {] 



2. 1t ,  Ea werde noch eine spezie|le fa~ertreue topologische Abbildm~g yon 
~ ~-- P(~) x P~} auf  ~:n (n gerade) angegeben. (u~, ~ ;  Vz, v~) seien Koordin~ten 
fiir P~) × P(~), die in ~ ,  u~ und v~, v~ homogen sind. ~o]gende Abbildung 
yon p o )  x P~) in 1 ~  × P(Z) ist  eine f~sertreue topologische Abbildung yon 
P~) x 1 ~  auf Zn (n gerade). 

~t ~t 

x~ = v? ( -  ~ u~ + v~ u~). 

Die Fasern v~ = const yon P(~) × p(1) sind mit  einer orthogonalen Struktur  

versehen. Die Faser~ yon 2:a sind nach 2.8. ebenfalls mit  einer orthogonalen 
St ruktur  versehen. ~ a n  kann leicht nachrechnen, dab die angegebene Ab- 
bildung auf  den einzelnen Fasern orthogonal ist. 

3. Die Mannigfsltigkeiten 2:4 sind als komplexe Mannigfaltigkeiten 
paarweise verschieden. 

3. 1. ~ 1 ~ ist eine analytische Abbildung yon 2:~ - -  T~ auf  2:1 - -  T1 (vgl. 
2.3.), die sich zu einer analytischen Abbildung ~n von 2:n auf  ~'1 erweitern 
l~llt. Es ist ~n (Tn) = T r  Wenn 2: n durch x 1 y ~ -  x~ y~ = 0 und 2:1 durch 
xl Yl - -  x~ Y~ = 0 gegeben ist (vgl. 2.1.), dann wird ~ durch x0 = x0, Xl = xl, 
~2 --= x2. Yl = Y~, Y2 --- Y~ gegeben. 2: n ist eine n-bl~ttrige verzweigte l~berlage- 
rung yon 2:1 mit  der zugehSrigen ~berlagerungsabbildung ~ns). 

3 .2.  Es  werde gesetzt En -- ~ - 1  (E) (vgl. 2.4. E :  die ,,unendlich ferne" 
Ebene x 0 = 0 yon P¢2)). Durch En, T n werden ganzzahlige 2-dim. Homologie- 
klassen e~, % yon 2:n repr~sentiert, rn sei die Homologieklasse der Fasern von 27 n. 
Man beachte, dalt En, Tn und die Fasern als analytische Fl~chen yon 2: n in 
natfirlicher Weise orientiert sind. Tn, E n sind Schnittfliichen der Faserung yon 
2:~. - -  Der zu ~n gehSrige Hot'Fsche Umkehrungshomomorphlsmus 9) des Ho- 
mologieringes yon 271 in den yon 2: n werde mit  ~v* bezeichnet. 

Es  ist ~ "  1 (Tz) = T,,  ~ , x  (Ez) : En und ~n* (vz) = v~, ~* (el) = e~t , ~0~ ( ~ 1 )  : 

--- n v~. Es folgt v~ o v,  = ~ (~1) O ~9~ (T1) : ~n (T10 Vl) ~--- 79~ (-- Punkt)  = - :  n 
und ebenso e= o e,  = n. Die Schnittzahl 1 ist dabei als die dutch einen Punk t  
r ep r i~n t i e r t~  0-dimensionale Homologieklasse aufzufassen. Es ist vn o v~ = 

= e~ o ~ ~ 1. Zu (v~, v~) gehSrt die Schnit tmatr ix 1 0 " Ihre Determinante 

ist - -  1. :Daher bflden (v~, v~) eine (ganzzahlige) 2.dim. Homologiebasis. Aus 
e~ o v~ ----- 0, e~ o v~ = 1 berechne$ man:  e,  = r~ + n v~. 

3.3. Wi t  kSnnen zusammenfassend sagen: Z' ,  besitz$ eine 2-dim. Homo- 
. . . . .  

logiebaszs ( ~ ,  ~ )  mat d e r  Sehn i t tma tnx  Die Homotogiekla~sen %, ~ 1 " 
und e~ = ~ + n ~ werden dutch irreduzibte analyti~che Fl~chen repriisen- 
t iert .  Wh" ttuterscheiden die beiden F~lle: 

e) ~ - ~ ~  gibt ~ eine stetige Abbi!dung yon p(2) + p(2) ~uf sieh vom Grade n 
an, eine s te t i~ Sv|b~t~Bbddung yon einem Grade k ~ 2 (rood 4) gibt es nicht. Vgl. ), S. 185. 

~) H o ~ ,  H.: Zur Algeb~ der Abbildungen yon Ma~nigfi~ltigkeiten, J. ~ng. Math. 163, 
71--88 ~(i930). VgL ~uoh die b ~  R y e S )  ~ngegebene Lite~t~ur. 
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1. n gerade 

v n, T, + ~ - v ~  ist ebenfalls eine 2-dim. Homologiebasis. Die zugeh6rige 

Sehnittmatrix ist (10 1)(vgl. 2.7., 2.I0.). 

2. n ur~erade 

(T ,+  ~--nT1 v,, V, d- n-2-1-vn)ist eine Basis mit  der Schnittmatrix (1 _ ?) (vgl. 

2 . 6 ,  2.10.). 
3.4. Aus den in 3.3. zusammengestellten Tatsachen 1/~llt sich der folgende 

Satz ableiten: 
Die komplexen Mannigfaltigkeiten 27 n, 27~ (n =F m) lassen sich nicht topo- 

logisch und analytisch aufeinander abbilden, d .h .  Zn, 27m sind als komplexe 
Mannigfaltigkeiten verschieden. 

B e w e is: Da die Schnittmatrizen unter 3.3. Fall 1 und 2 nicht i~quivalent sind, 
genfigt es, die folgende Kontraposition zu beweisen: Wenn 2~,, 27 m topologisch 
und analytisch aufeinander abbildbar sind, wobei n --~ m (rood 2) und m # 0 
sein soll, dann ist n = m. Wir kommen nun zum Beweis dieser Kontraposition: 

2:,~, 27 m lassen sich als zwei Exemplare derselben komplexen Mannig- 
faltigkeit M(2) auffassen. In M (2) fiihren wit nach 3.3. eine feste 2-dimensio- 

hale Homologiebasis (~, ~) mit der Schnittmatrix (0 10) im Fall 1, bzw. (1 _ 01) 

im Fall 2, ein. 
In M (2) gibt es 2-dim. Homologieklassen vn, vn, en, v~, v m, e m, die durch 

analytische Fli~chen repr/~sentiert werden. Diese analytischen Fli~chen sind 
irreduzibel. Zwei yon ihnen sind deshalb identiseh, oder schneiden sich in 
isolierten Punkten. Es folgt hieraus: 

(*) z~ o e~ > O, v, ,  o e ,  ~ O, vn o Tm ~ O, v,~ o em > O. 

(Beweis :  Da die jeweils zum Schnitt gebrachten Homologieklassen sicher 
verschieden sind, welt ihre Selbstschni~tzahlen verschieden sind, k6nnen die 
repr~sentierenden analytischen Fl~chen nicht identisch sein. Vgl. 0.6) 

Fall 1. n,  m gerade. 

(~, ~) is t  eine Basis mit der Schni~tma~rix (1 o)" 
\ - -  

Tn, v,, lassen sich darsteUen in der Form: 
7:a = a ~ + b ~ l 
v~ = c ~ + d ~ (a, b, c, d ganze Zahlen), es mul~ gelten: 

1 \ a d d - b e  2cd]"  

ttieraus folgt: entweder c ---- 0 oder d = 0. 

Ist  c = 0, so ist a = e, d = e, b = --  e-2 n- (e = =t= 1) 
t ~  

I s t ; d = 0 ,  s o i s t b = e ' , c = e ' , a = - - e  ~ ( e '=J=  1) 

Es ist also: (man beachte die Gleichung e, = zn + n ~n), 

v,, = e ~ v,, = e' ~ 

6* 
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Entsprechend  gilt:  ( e " =  q- 1, e ' " =  ~ 1) 

*',n= e"rt ~'m=e"'~ 

( ° )  ,,,,. ) e,,,=e" ~ + - g ~  em=e I ~ - ~ + ~  • 

Wenn ,,(2) und  (3)", so ist rn o ~m = -  e' e" ym und ~, o e~ = e' e"-ff,m also 

~, o v m oder  ~', o e~ negativ.  Das s teht  im Widersprueh zu (*). ,,(2) und  (3)" 
t r i f f t  daher  n ieht  zu. Ebenso wird ,,(1) und  (4)" zum Widersprueh geffihrt.  
Es  gilt daher :  , ,(I) und  (3)" oder  ,,(2) und  (4)". Naeh  e '~l .  Umbenennung  von 

in  ~ trod , / i n  ~ k6nnen  wir annehmen,  dab ,,(!) und  (3)" gilt. Es  ergibt  sich 
dann:  

v" ° era= e e " (  m~-2)2 

~n 0 T m ~ e e "  

Aus (*) folgt weit~r vn o e m =  en o ~m = O, d. h. n = m. 
Fall  2. n, m u n g e r ~ .  Der Beweis verl~uft  analog:  

(~, ~ ) i s t  eine Bazis mi t  der Sehn i t tmat r ix  ( 1 _10). 

v, ,  ~, lassen sich darstel len in der  Fo rm:  
v , = a ~ q - b r  1 
~n ---- e ~ + d ~/Ca, b, c, d ganze Zahlen), und  es gilt :  

\ a c - - b d  c~--d 2 ) 
t t i e raus  folgt:  En twede r  c = d, oder  c = - -  d. 

Is t  c = d ,  so is t  c - - - d = e ,  a - - b = e ,  a q - b - - - - - - e n ,  
n q - 1  ( e =  q- 1). 

a = - - e  , b-------e 2 

n - - ]  b =  _ e , n + l  Is t  c = - - d ,  s o i s t  c = - - e ' ,  d----e', a = e '  2 .... , 2 ( e '=  :]= l ) .  

Es ist also: (man beaehte  en = ~n + n vn) 

(1) x n = - - e  ~ + - 2 -  ~/ oder (2) "c~=e' ~: n + l  2 y 
,. ,( .  , + . _ 1 )  °+, 

= 2 - -  ~/ e~ 9. ~ +  ~- - - r /  . 

En t sp reehend  gilt: (e" = q- 1, e '"  = q- 1) 

n , =  e" (~ + r/) ~ =  e"'  (-- ~ + ~) "+') "+') 
(3) ~"* = - -  e"  - 1 ~ + ~ r/ oder (4) ~ e ' "  2 

, , / ~ + ~ .  ..... " ~ - ~  ~ = e ' " ( - ~ + ~ , ' ~ - ~ ' ) .  
/ 

W e n n  ,,(2) und  (3)", so ist v n o v r a = e ' e " m  und v n o e ~ = - - e ' e " m ,  also 
,~.ov** oder  ~noe~ negativ.  Dns s teht  im Widerspruch zu (*). Ebenso wird 
,,(1) mad (4)" zum Widersprueh gefiihrt. Es  gilt daher :  ,,(1) und  (3)" oder  
. (2)  und (4)". 
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Nach einer evtl. erlaubten Umbenennung yon ~ i n -  ~ m a d -  ~ in ~ kSrmen 
wir annehmen, dal] ,,(1) und (3)" gilt, es folgt dann: 

= _  = y - - - ~ .  

Aus (*) folgt vnoe,~ ~-= enov~ = 0, d. h. n = m. 
3.5. Wir wollen unser Resultat  nochmals zusammenfassen: Die komplexen 

Mannigfaltigkeiten 27 n (n gerade) stellen unendlich viele paarweise verschie- 
dene komplexe Strukturen fiir die (einfach zusammenh~ngende, geschlossene) 
topologische Mannigfaltigkeit S ~ × S ~ dar. 

Die komplexen Mannigfaltigkeiten 27 n (n ungerade) stellen unendlich viele 
paarweise verschiedene komplexe Strukturen fiir die (ebenfalls einfach zu- 
sammenhi~ngende und geschlossene) topologische Summe 2. Art  zweier Exem- 
plare der komplex-projektiven Ebene P(~) dar. 

Die 2. B~TT~schen Zahlen dieser topologischen Mannigfaltigkeiten S ~ × S ~ 
und P(Z) + P(~) sind beide gleich 2. Es bleibt die Frage often, ob es einfach 
zusammenh~ngende, geschlossene, 4-dim. Mannigfaltigkeiten mit der 2. BETTI- 
schen Zahl 1 gibt, die verschiedene komplexe Strukturen zulassen, Meines 
Wissens ist nicht bekannt, ob P(~) verschiedene komplexe Strukturen zul~flt. 

4. Die birationale .~quivalenz der Mannigraltigkeiten Z~ 
mit der komplex-projektiven Ebene P~)lO). 

4.0. M (~) sei eine komplexe Mannigfaltigkeit und Q ~ M(~). Die yon Q ver- 
schiedenen Punkte  yon M (2) und die analytischen Fl~chenelemente (=  kom- 
plexe Linienelemente) yon M (2) in Q lassen sich in natiirlicher Weise als Punkte  
einer neuen komplexen Mannigfaltigkeit M~ 2) auffassen. Die analytischen 
Fl~ichenelemente yon M (2) in Q la~sen sich als Punkte  einer komplex-projek- 
riven Geraden (= RIEMANNsche Zahlenkugel) auffassen, die Tr~gersph~ire des 
Punktes Q genannt und mit  TQ bezeichnet werde. M~ 2) entsteht,  anschaulich 
gesagt, aus M (2) durch ,,Herausstechen" yon Q und darauf  folgendes ,,ana- 
lytisches Einsetzen" yon T O. Die Mannigfaltigkeit 271 (vgl. 2.3.)  entsteht  
(lurch Einsetzen einer Tr~gersph~re aus  p(2)11). 

4.1. Das cartesische Produkt  p(2) × p(1) (vgl. 2.1.) kann singularit~ten- 
frei als algebraische Mannigfaltigkeit in den P(~) eingebettet werden. Dutch 
Zik = x i ya (i = 0, 1, 2; k = 1, 2; zik homogene Koordinaten des/)(5)) wird eine 
eineindeutige Parameterdarstellung dieser algebraischen Mannigfaltigkeit ge- 
geben. 27n ist damit singularit~itenfrei als algebraische Fl~iche im P(a) einge- 
better. Diese algebraische Fliiche werde in den p(a) projiziert. (zl, zu, za, z4) 
seien homogene Koordinaten fiir p(a). Wir setzen: z z = z~z = xj Yz, z~ = zas = 
= xl Y2, za = z0~ = x0 Y~, z4 = zol = xo Yr Diese Gleichungen stellen eine ein- 
deutige Abbildung ~;~ yon 2: n (gegeben durch x 1 y ~ - - x ~  y~ = 0) auf  die 
algebraische Fl~che 2:* (gegeben durch z 1 z~ +I _ z~ z~ + i = 0) dax. Die Gerade 
z 8 = 0, z 4 = 0 yon 27n* werde mit  En* bezeichnet. Dutch x o = 0 wird in 27n die 
Gerade E ,  bestimmt (vgl. 3.2.). Man iiberzeugt sich leicht, dab ~p~ eine ein- 

ao) Man beachte 1.4. 
x~) Dieser Einsetzungsprozel~ ist aus der algebraischen Geometrie bekannt. Die Niitz- 

lichkeit dieses Prozesses flit die Untersuchuug komplexer Mannigfaltigkeitan iat yon Herrn 
H. HOPF inVortr~gen und Gespr~chen wiederhol£ betont worden. Man vgl. auch BEHI~K~, H. 
und STEr~, K., Modifikationen komplexer Mamaigfaltigkeiten und R]~.M~l~scher Gebiete, 
Math. Ann. 124, 1--16 (1951), Nr. 3. 
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eindeutige Abbildung yon 2 : n -  E~ auf 2 : * -  E* ist und dab ~n (En)-----E~. 
Die Abbildung Vn wird fiir x 0 = 0, d: h. fiir En, gegeben durch: z l = y?+l,  
zs = y~+l. Es folgt: 2: n entsteht aus der algebraischen F1Rche 2:*, indem man 
jeden Punkt  der (n q- 1)-faehen Geraden z 3 = 0, z~ ~- 0, abgesehen yon den 
,,Verzweigungspunkten" (1, 0, 0, 0) und (0, 1, 0, 0), in n -~ 1 verschiedene 
Punkte ,,auflSst". 27n (als algebraische Fl~ehe im p(5) aufgefai3t) und die 
algebraisehe Flt~che 27~ im/~s)  sind birational ~quivalent. 27~* ist eine ,,wind- 
sehiefe ~ c h e "  (n-F 2)-ter Ordnung mit  einer (n-F 1 )-fachen Geraden (vgl. zum 
Folgenden I~TOETHERI2), insbesondere S. 195). 

4.2. Die Fasern yon 27 n werden durch ~ auf die Geraden abgebildet, die 
das Ebenenbiisehel z 3 Yl-- z4 Y2 = 0 aus 2:,* herausschneidet. Q sei ein yon 
den Verzweigungspunkten verschiedener Punkt  der (n-F 1)-fachen Geraden; 
wir projizieren 2:* yon Q auf eine nicht durch Q gehende Ebene/~2). Diese 
Projektion Qn stellt eine birationale Beziehung zwisehen 27* und P(~) her. 
Die algebraischen F1/ichen 27n im p(5) sind also alle mit  der Ebene ~(2) bi- 
rational ~quivalent. 

4.3. Die birationale Beziehung zwisehen 2: n und ~(2~ sell etwas n~her 
untersucht werden. Q1 . . . . .  Qn+l seien die n ~- 1 Punkte yon 27n, in die der 
Punkt  Q yon 2:n* ,,aufgelSst" wird, d. h. ~n (Qi) ~ Q (i = 1 . . . . .  n ÷ 1). ~n y~n 
ist eine eindeutige Abbildnng yon ~ , ~ -  (Q1 . . . . .  Q,~+I} in ~ ) .  Die durch Q~ 
gehende Faser yon 27n wird auf einen einzigen Punkt  ~1 t yon P~2) abgebildet, 
E n entsprieht der vielfachen Geraden yon 2:a und geht in einen einzigen 
Punkt  B yon ~2) fiber. Die Punkte A~ liegen auf einer Geraden yon /~2~, 
auf  der B nicht liegt. In Qi ( i -  1 . . . . .  n -{- 1) werde die Tr~tgersph~ire TQi 
(vgt. 4. 0.) eingesetzt. Die entstehende Mannigfaltigkeit werde mit  27n,Q be- 
zeichnet. ~n ~ bildet 2:n, 0 eindeutig auf ~(2) ab, und zwar TQ~ auf die Ver- 

bindungsgerade At B. In den Punkten ~1~ und B von/7~) mSgen die Triiger- 
sph~ren TA~ , T~ eingesetzt werden. Die entstehende Mannigfaltigkeit werde 

mit ~ (2 )  bezeiehnet. ~n ~#n l~iflt sieh als eineindeutige analytisehe Abbildung 

auffass n 
4. 4. Die in 4.3. angegebenen Beziehungen lassen sieh so formulieren: 

2: n kann folgendermaBen erhalten werden. In der komplex-projektiven 
Ebene p(s) werden in n Jr 1 Punkten A~, die auf einer Geraden liegen~ und in 
einen Punkt  B, der nicht auf  ~iieser Geraden liegt, die Tr~gersph~ren einge- 
setzt. Man erhiilt eine Mannigfaltigkeit P~!~. Die Verbindungsgeraden A~ B 
verhalten sich in P~! s  wie eingesetzte Tr~igersph~ren. Nimmt man sie avis 
p<s) heraus und schliel~t durch jeweils einen einzigen Punkt  wieder ab, dann A,B  
erhRIt man 27~. 

~s) NO~.TH~R, M. : ~ber Ft~tchen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen. Math. 
Ann. 8, S. 161--227 (1871). 

(Eineegange~ am 7. April 1951.) 


